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1 はじめに

数論的関数の iterationについては，Eulerの φ関数の

iterationがよく知られている．

それは φ関数の “n > 1であれば，φ(n) < n”である

ことに着目し，φk(n) = φ(φk−1(n)) (k > 1)と記述す

ることにすれば，

φ(n), φ(φ(n)), φ(φ(φ(n)), · · · , φℓ(n), · · ·

とφを有限回作用させることにより，任意の自然数n > 1

に対して，必ず，ある自然数mが存在し，φm(n) = 1と

なることがわかる．

このmの性質については，S.S.Pillai（1929）が最初に

調べ始め [11, 12]，1943年にH.Shapiro[14]がより詳しく

調べ，この H.Shapiroの結果を知らないまま（文献交流

不十分の時代背景もあり）1954－ 1955年にH.Lindgren，

E.S.Barnes[6, 1]，1960年にもMurányi[10]が調べている．

また，H.Shapiroの結果に触発され，P. Erdös, A. Gran-

vilie, C. Pomerance, C. Spiro, P. Pollack等 [2, 13]多く

の数学者がφk(n)の平均，
∑

φk(n),
∏

φk(n),
φk

φk+1
(n)

等の諸性質を調べている．

2 iterationによる導来対数的関数

S.S.Pillaiが調べ始めた iterationの内容は次の結果で

要約される．自然数 x に対して，φm(x) = 2 となる最

小の整数mを H.Shapiro[14]にしたがって C(x)と表し，

C(1) = C(2) = 0と定める．このとき，

定理 1. （Shapiro[14, 16]）任意の自然数 x, yに対して

C(xy) = C(x) + C(y) + ϵ(x, y)

が成立する．ただし

ϵ(x, y) =

{
1 （x, y が共に偶数）
0 （それ以外）

その後，1950年に H.Shapiro[15]はさらに n > 1に対

し n =

r∏
i=1

peii の素因数分解に対して次の数論的関数を定

義し

定義 2. （Shapiro[15]）

f(n) =

r∏
i=1

f(pi)(A(pi))
ei−1

ただし，f(pi), A(pi) は 0 < f(pi) < pi, 0 < A(pi) ≦
pi, f(2) = 1, A(2) = 2である自然数とする．

H.Shapiro[15]はf(pi)に簡単な例として f(pi) = pi−1 (i >

1), f(2) = 1 を挙げている [16]．

この f を用いて，x > 2に対し，fk(x) = 2となるよ

うな k = kf (x)について kf (1) = kf (2) = 0と定め，次

の結果を示した．

定理 3. （Shapiro[15, 16, 17]）cf (x) を以下のように定

義すれば

cf (x) =

{
kf (x) x ：奇数
kf (x) + 1 x ：偶数

cf (x) について対数的関係式が成立する．

cf (xy) = cf (x) + cf (y)

以上から見てきた通り，上の C(x)の準対数的な関係

式は，1や 2にたどり着くまでの回数に固執しなければ，

cf (x)のように nの偶奇によって，以下のようにC(x)を

見直し，L(x)を定義することにより，完全対数的な関係

を得られる．これについては，H. Lindgren[6]や山下 [20]

も気づいていた．本質的な部分は変わらないが，対数的

／準対数的では扱い方や一般化に微妙な差が出てくる．

定義 4. 次のように L(x)を定義する

L(x) =

 L(1) = 0
L(φ(x)) （ xが奇数）
L(φ(x)) + 1 （ xが偶数）



すると，任意の自然数 x, yについて

L(xy) = L(x) + L(y)

が成立する．

一方，宮田－山下 [8]は偶奇を捨象して，f を次のよう

に定義することにより，次の定理を得ている．

その前にオイラー関数 φ を異なる視点で拡張してお

こう．

定義 5. （宮田－山下 [8]）P, N をそれぞれ素数の集合，
自然数の集合とし，関数 f : P −→ N は，1 ≦ f(p) <

p ( p ∈ P )を満たすものとする．このとき，f に依存

するオイラー関数 φf (x)を

φf (x) = x

r∏
i=1

f(pi)

pi

(
φ(x) = x

r∏
i=1

(pi − 1)

pi

)

と定める．ただし，x = pe11 p
e2
2 · · · perr とする．

このとき，f に依存した φf を用いて，関数 Lf を次

のように定義し

定理 6. （宮田－山下 [8]）

Lf (1) = 0

Lf (x) = Lf (φf (x)) + #
∣∣ { p ∈ f−1(1) | p|x }

∣∣
とすれば，任意の自然数 x, yに対して

Lf (xy) = Lf (x) + Lf (y)

が成立する．

を得る．この Lf では偶奇を捨象した形の対数的関数

を生じさせている．

しかるに，先ほどまでのL(x)については，次のように

簡単な評価が得られている．

命題 7. （Shapiro, et al.[14, 10, 8]）

log3 x ≦ L(x) ≦ log2 x

3 φ関数や導来対数関数Lに関する予想と問題

我々はL，φに関する諸性質を調べる過程で，未解決で

はあるがいくつかの予想や問題を提案している [9, 21, 24]．

Lに関する abc予想� �
abc−triple について次の不等式が成立する．

max(L(a), L(b), L(c)) ≦ 2L(rad (abc))� �

φ(n)と nの間に素数が存在する� �
自然数 n > 1 について，(φ(n), n] の間に少なくと

も 1個の素数が存在する．� �
4 ψ0関数とその導来対数関数 Lψ0

ここで Dedekindの ψ 関数を変形した ψ0 関数を定義

しよう．n =
∏

peii として

定義 8.

ψ0(n) =


1 ( n = 1 )∏
i

pei−1
i

⌊
pi + 1

2

⌋
( n > 1 )

113以下の素数に対する ψ0 関数値は次の通り．

Table of ψ0(prime) from 2 to 113
p 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
ψ0 1 2 3 4 6 7 9 10 12 15
p 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
ψ0 16 19 21 22 24 27 30 31 34 36
p 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113
ψ0 37 40 42 45 49 51 52 54 55 57

この関数 ψ0 は，我々の示した定理 6の f に関する仮

定を満足している．ψ0 から導来する Lψ0
の値を 100以

下で求めると次のようになる．

Table of Lψ0
from 1 to 100

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lψ0

0 1 1 2 1 2 2 3 2 2
n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Lψ0

2 3 2 3 2 4 2 3 2 3
n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Lψ0

3 3 3 4 2 3 3 4 2 3
n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Lψ0

4 5 3 3 3 4 2 3 3 4
n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Lψ0

3 4 3 4 3 4 4 5 4 3
n 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
Lψ0

5 4 3 4 3 5 3 3 3 4
n 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Lψ0

4 5 4 6 3 4 3 4 4 4
n 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
Lψ0

4 5 2 3 3 4 4 4 4 5
n 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
Lψ0

4 4 4 5 3 4 3 5 3 4
n 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Lψ0

3 5 4 5 3 6 4 5 4 4

Lψ0
については L(x)と同様に我々の abc予想（c < 230

では確認済 [9]）が考えられるが， Lψ0
に対しては，パ

ソコンで c < 105 の範囲で abc−triple 等の各値を実験

すると，次のように，すでに 4個の反例が存在している

ことがわかる．したがって，そのままでは予想は成立し

ないが，Lに関する abc予想の右辺の “2”をもう少し大

きな数で置き換えることが可能か否かの実験がさらに必

要となる．（パソコン実験では，“3”では成立している．）



a b c L∗(abc) L∗(a) L∗(b) L∗(c)

3 53 27 3 1 3 7
35 5 ∗ 192 211 4 5 6 11
7 1812 215 7 2 8 15
73 310 211 ∗ 29 6 6 10 14

　 Lψ0
を L∗，rad abc を abc と略記

　確認したプログラム (Python)は以下の通り．

from math import gcd

N = 10**5

f = [i for i in range(N)]

rad = [1]*N

Lf = [0] * N

for i in range(2, N):

if f[i] == i:

for j in range(i, N, i):

f[j] = f[j]//i * ((i+1)//2)

rad[j] *= i

for i in range(2, N):

if i % 2 == 0:

Lf[i] = Lf[f[i]] + 1

else:

Lf[i] = Lf[f[i]]

for c in range(1, N):

for a in range(1, c//2+1):

if gcd(a,c) == 1:

b = c - a

q = Lf[c]/(Lf[rad[a]]+

Lf[rad[b]]+

Lf[rad[c]])

if q > 2:

print((a,b,c), q)

また，命題 7に対応する Lψ0 の評価については，上から

の評価

Lψ0
(x) ≦ log2 x

は明らかであるが，下からの評価について L(x) を真似

て考察すると，Lψ0(x) = 1 なる xは x = 2, 3, 5 である

ことから

Lψ0
(x) ≦ n⇔ x ≦ 5n ⇔ log5 x ≦ Lψ0

(x)

が予想されるが，例えば

Lψ0(73) = Lψ0(37) = 2 のとき 37, 73 ̸≦ 52

のように安易な予想は成立しないので，Lψ0
(x) に対する

下からの評価は現在のところ得られていない．

．

5 今後の課題

• Lψ0 に関する abc予想で右辺の”2”をどこまで上げ

ることができるか

• ψ0 の Dirichlet級数 L(s, ψ0) の計算

L(s, ψ) =
ζ(s)ζ(s− 1)

ζ(2s)

と同様に ζ(s) を用いて表すことができるか

• Lψ0(x) に対する下からの評価の決定

付録A 久留島義太とLeonhard Euler

Eulerの φ関数については，日本の和算家・久留島義太

（?－ 1757）が Eulerよりも早く発見していたことが知ら

れ，加藤平左衛門の「明治前日本数学史」第 3巻第 5章

“久留島義太”第 2節 “業績解説”（[4]，74頁），「和算ノ

研究　整数論」第四章諸約之法（[5]，117頁）や遠山啓

の「初等整数論」（[19]，73頁）の中でも指摘されている．

遠山は “久留島－ Euler関数”の呼称を推奨している．

付録B ψ0関数と µ関数の convolution

L(s, ψ0)を求める一助を考え， ψ0 ∗ µ(n) を計算して
みると次のように求められた．.

ψ0 ∗ µ(n) =


φ(n)

2
( n : 奇素数 )

0 ( ω(n) ≦ 2, 2||n)

ψ0(rad (n))φ

(
n

rad (n)

)
( それ以外 )

ただし，ω(n) は n の異なる素因数の個数を表す．
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